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บทคัดย่อ
บทความนี้แสดงถึงความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความเครียดของวัสดุหยุ่นหนืดเชิงเส้นท่ัวไป (Generalized linear 

viscoelastic material) ที่สร้างขึ้นมาจากแนวคิดของแม็กซ์เวลที่ใช้กันอย่างแพร่หลาย ด้วยการต่ออนุกรมระหว่างสปริงและตัว

หน่วงแล้วน�ำมาต่อขนานกันหลาย ๆ ชุด ในบทความได้แสดงถึงที่มาที่ไปของแบบจ�ำลองแมกซ์เวล แบบจ�ำลองเจ็ฟฟรีส์ และ

สมการทั่วไปของวัสดุหยุ่นหนืดเชิงเส้นพร้อมผลเฉลย อีกทั้งได้กล่าวถึงทฤษฎีของสปริคส์ (Spriggs theorem) ที่น�ำมาใช้ในการ

เพิม่จ�ำนวนสเปกตรมัของแบบจ�ำลองให้เป็นจ�ำนวนอนนัต์ชดุแต่ยงัคงจ�ำนวนตวัแปรเท่ากบัสเปกตรมัเดีย่วบวกกบัค่าสมัประสทิธิ์

ของสปริคส์  เท่านั้น ถึงแม้ว่าสมการแสดงพฤติกรรมของไหลหยุ่นหนืดเชิงเส้นทั่วไปสามารถใช้แทนพฤติกรรมของเหลว

พอลิเมอร์ได้เป็นอย่างดี แต่อย่างไรก็ตามสมการแสดงพฤติกรรมของไหลหยุ่นหนืดเชิงเส้นทั่วไปก็ยังมีข้อจ�ำกัดในการใช้งาน

อยู่หลายข้อเช่นกัน

ค�ำส�ำคัญ: ของไหลหยุ่นหนืดเชิงเส้นทั่วไป แบบจ�ำลองแมกซ์เวล แบบจ�ำลองเจ็ฟฟรีส์ ทฤษฎีของสปริคส์

Abstract

This article shows the relationship between stress and strain of a generalized linear viscoelastic material. From a 

well-known Maxwell constitute equation, a model that contains a spring and a dashpot connected in series, a linear 

viscoelastic model is further generalized by improving the model spectra to infinity series paralleled to each other. 

Furthermore, in the article, the Maxwell, Jefferys, and generalized linear viscoelastic models with their proposed 

solutions are derived. The Spriggs theorem is also introduced to improve the model spectra to infinity series; however, 

the model parameters is still minimized to a single spectrum plus a Spriggs coefficient . Finally, limitations of the 

linear viscoelastic constitute equations are discussed.

Keywords: Generalized linear viscoelastic fluids, Maxwell model, Jeffreys model, Spriggs theorem.
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บทน�ำ
พฤติกรรมวิสโคอิลาสติกของพอลิเมอร์จะมีพฤติกรรมอยู่

ระหว่างสภาวะของแข็งและของเหลว พอลิเมอร์เหลว (Liquid 

polymers) บางครั้งเรียกว่าของไหลหยุ่นหนืด (Viscoelastic 

fluids) ซึ่งมาจากค�ำว่า ความหนืด (Viscous) และความ

ยืดหยุ่น (Elastic) นั่นคือของไหลประเภทนี้มีทั้งสมบัติเป็น

ของไหล (Fluid) ทีม่คีวามยดืหยุน่สงูอย่างเหน็ได้ชดั โดยทัว่ไป

แล้วของไหลจะเปลี่ยนรูปไปตามภาชนะ แต่ในทางวิศวกรรม

ของไหลจะถูกนิยามเมื่อเปลี่ยนรูปไปอย่างถาวรในขณะท่ีถูก

แรงเฉือนมากระท�ำ, ในขณะท่ีความยืดหยุ่นจะหมายถึงความ

สามารถของวสัดใุนการกลบัคนืสูส่ภาพเดมิก่อนการเสยีรปูโดย

ทั่วไปสมบัติความยืดหยุ่นจะมีในของแข็ง เช่น ยางคงรูป 

เป็นต้น ดงัน้ันของไหลยดืหยุ่นจึงเป็นวัสดทุีม่คีวามพเิศษท่ีรวม

เอาสมบัติของของไหลและของแข็งมารวมกัน

	 การไหลของพอลิเมอร์หลอมเหลว (Polymer melts) และ

สารละลายพอลิเมอร์ (Polymer solutions) ซึ่งในที่นี้จะเรียก

รวม ๆ กันว่าพอลิเมอร์เหลว จะมีพฤติกรรมที่แตกต่างจาก

วัสดุนิวโทเนียนทั่ว ๆ ไป ลักษณะแตกต่างท่ีส�ำคัญที่สุดของ

พอลิเมอร์หลอมเหลวและสารละลายพอลิเมอร์จากวัสดุ

นิวโทเนียน คือ ความหนืดเปลี่ยนไปตามอัตราเฉือน (Shear 

rate dependent viscosity) โดยทัว่ไปแล้วพอลเิมอร์หลอมเหลว

และสารละลายพอลิเมอร์จะมีความหนืดลดลงเมื่อมีแรงเฉือน

มากระท�ำให้เกิดการไหล ลักษณะความหนืดแบบน้ีเรียกว่า

ของไหลท่ีมคีวามเค้นลดลง (Shear thinning) หรอื ซโูดพลาสตกิ 

(Pseudoplastic) ยกตัวอย่างเช่น พอลิเมอร์หลอมเหลวใน

เครือ่งอดัรดีจะมีลกัษณะการไหลแบบเฉอืน (Shear flow) และ

ความหนดืจะลดลงเมือ่มอีตัราการเฉอืน (Shear rate) ทีส่งูขึน้ 

นอกจากนัน้ การไหลแบบเฉอืนยงัก่อให้เกดิความแตกต่างของ

ความเค้นตั้งฉาก (Normal stress difference) ซ่ึงมีผลต่อ

พฤติกรรมการไหลในทิศทางอื่นที่ไม่ใช่ทิศทางการไหลหลัก 

(Secondary flow) ซึ่งท�ำให้พอลิเมอร์มีความแตกต่างจาก

ของไหลแบบนวิโทเนยีน นอกจากน้ี พอลเิมอร์ยังมสีมบตัคิวาม

ยืดหยุ่น (Elastic) อยู่ซึ่งท�ำให้เกิดพฤติกรรมการบวมพอง 

(Extrudate swell or die swell) เมื่อมีการไหลออกมาจากแม่

พิมพ์อัดรีดขณะท�ำการขึ้นรูป พฤติกรรมท่ีแปลกประหลาด

เหล่านี้เป็นเพียงแค่ตัวอย่างที่จะแสดงให้เห็นถึงความยากต่อ

การควบคุมกระบวนการผลิตในอุตสาหกรรมการขึ้นรูป ยังมี

พฤติกรรมอื่น ๆ ที่น่าสนใจอีกมากมายซึ่งสามารถศึกษาเพิ่ม

เติมได้จากหนังสืออ้างอิง10

	 การศึกษาความสัมพันธ์ระหว่างแรงและการเสียรูปของ

วตัถใุนช่วงเวลาทีส่นใจ โดยทีแ่รงนัน้จะท�ำให้วตัถเุกดิการเสยี

รูปร่างอย่างถาวรและเกิดเป็นการไหลของสสารเป็นศาสตร์ท่ี

เรียกว่า รีโอโลยี2 (Rheology) หรือวิทยากระแส สมบัติความ

ยดืหยุน่ของวสัดจุะแสดงให้เหน็ในสมการแสดงพฤตกิรรมของ

วัสดุ (Constitutive equation) ที่แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง

ความเค้นและความเครียดเหมือนในของแข็งตามกฏของฮุกส์ 

(Hooke’s law) ดังแสดงในสมการที่ (8) ในขณะเดียวกัน ยัง

แสดงความสัมพันธ์ระหว่างความเค้นและความอัตราเครียด

เหมือนในของเหลวแบบนิวโทเนียน (Newtonian) ดังแสดงใน

สมการที ่(4) ในแบบทีเ่ป็นและไม่เป็นเชงิเส้นและมพีฤตกิรรม

ท่ีขึ้นอยู่กับเวลาอีกด้วย (Linear and nonlinear and time 

dependent properties) ดงัจะเหน็ได้ว่าสมบตัคิวามยดืหยุน่จะ

ท�ำให้ของไหลคืนตัว (ไหลย้อนกลับ) หลังจากที่ไม่มีแรง

ภายนอกมากระท�ำซึง่จะเรยีกว่าของไหลมคีวามทรงจ�ำ (Memory) 

ในบางครัง้จะเรยีกของไหลท่ีสามารถคนืตัวได้หลงัจากเอาแรง

ภายนอกออกนี้ว่าของไหลที่มีความทรงจ�ำ (Memory fluid)

	 วัตถุประสงค์ของบทความนี้ต้องการแสดงสมการแสดง

พฤติกรรมทางวิทยากระแสของวัสดุวิสโคอิลาสติก ในเชิง

วศิวกรรมโดยการเปรยีบเทยีบพฤตกิรรมของวสัดวุสิโคอลิาสตกิ 

กับพฤติกรรมของสปริง (Spring) และตัวหน่วง (Dashpot)  

ทีต่่อขนาน (Parallel) หรอืต่ออนกุรม (Series) กนัหลาย ๆ  ชดุ

Figure 1	 illustrates material behavior under unsteady 

shear stress between two plates (a) velocities 

of Newtonian fluid flows between the plates as 

a function of time t  (b) Distances of an elastic 

material under shear stress between the plates 

at initial time 0t  and current time t
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ของไหลนิวโทเนียนและของแข็งฮุกเกียน

	 ในหัวข้อน้ีจะเเสดงให้เห็นถึงความเเตกต่างระหว่าง

พฤติกรรมของของไหลนิวโทเนียน (Newtonian fluids) เเละ

ของเเข็งฮุกเกียน (Hookean solids) โดยพิจารณาการเคลื่อน

ที่เเบบเฉือนของของไหลนิวโทเนียนระหว่างระนาบ 2 ระนาบ 

Figure 1 (a) จากรูปจะเหน็ว่าระนาบบนเคลือ่นทีด้่วยความเรว็ 

 ถ้าความหนืดของของไหลสูงมาก ๆ เเละระยะห่าง

ระหว่างระนาบ  น้อย ๆ ดังนั้นรูปทรงความเร็ว  

จะเเปรผันตรงกับระยะ  เเละมีสมการดังนี้

	
	 (1)

	 โดย  คืออัตราเครียดเฉือนบนพจน์ 21 ในเทนเซอร์

อัตราเครียดในสมการที่ (2), 

	
	 (2)

	 เมื่อ  คือ เวคเตอร์เกรเดียนต์และ  คือ เวคเตอร์

ความเร็วของของไหล สมการที่ (2) เขียนอยู่ในรูปดัชนีบ่งชี้ 

(Index notation) คือ

	
	 (3)

	 เมื่อ iv  และ jv  เป็นความเร็วของก้อนของไหล (Fluid 

element) ในแนวแกน i  และ j  เมื่อ , 1, 2, 3i j =  และ ix  

และ jx  เป็นต�ำแหนง่ของก้อนของไหลในแนวแกน i  และ j  

ตามล�ำดับ โดยแกน 1 2 3, ,x x x  บางครั้งเรียกว่าแกน , ,x y z  

ในระบบแกนพิกัดฉาก (Cartesian coordinates) ตามล�ำดับ 

ดังนั้นความเค้นเฉือนในของไหลนอนนิวโทเนียนคือ

	
	 (4)

	 นั่นคือความเค้นเฉือนที่เวลา t  ใด ๆ จะเเปรผันตรงกับ

เกรเดยีนต์ความเรว็ทีเ่วลา t เดยีวกนั ต่อมาพจิารณา Figue 1 

(b) เเสดงการเคลื่อนที่ด้วยแรงเฉือนระหว่างระนาบ 2 ระนาบ 

ของของเเขง็ฮกุเกยีน ทีเ่วลาเริม่ต้น 0t  ของเเขง็มเีเต่ความเค้น

ภายในที่เท่ากันตลอด (Isotropic stress state) โดยไม่มี

ความเค้นมาจากภายนอกยกเว้นความดันบรรยากาศ ถ้าที่

เวลา t  ต่อมา ระนาบบนเคล่ือนท่ีไปเล็กน้อยเป็นระยะทาง 

 ดังนั้นระยะทางท่ีเนื้อวัสดุภายในของเเข็งเคล่ือนที่

จะเเปรผันตรงกับระยะความสูง 2x  จึงมีสมการดังนี้

	
	 (5)

	 โดยความเครียดเฉือนบนพจน์ 21 , , ใน

เทนเซอร์ความเครียดก�ำหนดโดย

	
	 (6)

หรือเขียนอยู่ในรูปดัชนีบ่งชี้ (Index notation) คือ

	
	 (7)

	 สังเกตว่าเทนเซอร์ความเครียดจะขึ้นอยู่กับเวลา 2 ช่วง

เวลา คือ เวลาตั้งต้น 0t  เเละเวลาปัจจุบัน t  โดยความเครียด

ที่เวลาเริ่มต้น  ดังนั้นความเค้นเฉือนในของ

เเข็งฮุกเกียน คือ

	
	 (8)

	 โดย G  คือ มอดูลัสยืดหยุ่น (Shear elastic modulus) 

สมการที่ (8) เเสดงให้เห็นว่าความเค้นที่เวลา t  ใด ๆ จะขึ้น

อยู่กับความเครียดที่เวลา t  เเละเวลาเริ่มต้น 0t  จะเห็นได้ว่า

ของเเขง็ฮกุเกยีนยงัรับรูส้ถานะเดมิทีเ่วลา 0t  ได้อยู ่ผดิกบัของ

ไหลนิวโทเนียนที่ไม่ขึ้นอยู่กับสภาวะเดิมในอดีต ดังสูตรความ

สมัพนัธ์ระหว่างความเรว็ซึง่หาได้จากระยะทางต่อหน่วยเวลา

นั่นเอง

	
	 (9)

สมการที่ (9) สามารถอินทริเกรตได้เป็น

	
	 (10)

ในท�ำนองเดียวกันเทนเซอร์อัตราเครียดเเละความเครียดมี

ความสัมพันธ์กันคือ

	
	 (11)
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สมการที่ (11) สามารถอินทริเกรตได้เป็น

	
	 (12)

	 เม่ือ  คือ ดัมมี่ของการอินทริเกรต (Dummy of 

integration) ซึ่งจะหายไปหลังจากแทนค่าเวลา  และ 

 ใด ๆ แล้ว

วัสดุหยุ่นหนืด

	 สมบัติหยุ่นหนืด (Viscoelastic property) สามารถแทน

ได้ด้วยการต่ออนุกรมและขนานระหว่างสปริง และตัวหน่วง 

สปรงิแทนสมบตัยิดืหยุน่ (Elastic property) ทีม่ใีนของแขง็ ใน

ขณะทีต่วัหน่วงแทนสมบตัคิวามหนดืทีม่ใีนของไหล โดยทัว่ไป

แบบจ�ำลองทีง่่ายทีส่ดุทีน่ยิมใช้ในการบ่งบอกลักษณะเชงิกลที่

แสดงสมบัติแบบหยุ่นหนืด มี 2 ชนิด คือ (1) แบบจ�ำลองที่

ประกอบด้วยชิน้ส่วนสปรงิและตวัหน่วงต่ออนกุรมกนัรวมเรยีก

ว่า แบบจ�ำลองของแมกซ์เวล (Maxwell model) (2) แบบ

จ�ำลองที่ประกอบด้วยชิ้นส่วนสปริงและชิ้นส่วนตัวหน่วงต่อ

ขนานกนัรวมเรยีกว่า แบบจ�ำลองของวอยก์ (Voigt model) ดงั

แสดงใน Figure 2 โดย  คือ ค่าสัมประสิทธิ์ของตัวหน่วง 

(Dashpot coefficient), G  คือ ค่ามอดูลัสยืดหยุ่น (Elastic 

modulus) ของสปรงิ,  คอื ความเครยีดของวสัดแุละ  คอื 

ความเค้นของวัสดุ

Figure 2	 Simple viscoelastic models (a) Maxwell model 

and (b) Voigt model

	 สมบัติหยุ่นหนืดของของเหลวสามารถเเทนได้ด้วยแบบ

จ�ำลองแมกซ์เวล ทีแ่สดงใน Figure 2 (a) ซึง่เป็นการต่ออนกุรม

ระหว่างสปริงกับตัวหน่วง กล่าวคือ เมื่อมีแรงกดมากระท�ำให้

ของไหลเคลื่อนที่ไปได้ระยะหน่ึงแล้วเอาแรงออกของไหลจะ

เสียรูปไปอย่างถาวรแต่สมบัติหยุ ่นหนืดจะท�ำให้ของไหล

สามารถไหลย้อนกลับ (Elastic recoil) ได้เล็กน้อย เเละสมบัติ

หยุ่นหนืดของของเเข็ง (หรือคล้ายของเเข็งเนื่องจากของเเข็ง

จะเเทนได้ด้วยสปริงเพียงตัวเดียว) สามารถเเทนได้ด้วยแบบ

จ�ำลองวอยก์ ที่แสดงใน Figure 2 (b) ซ่ึงเป็นการต่อขนาน

ระหว่างสปริงกับตัวหน่วง กล่าวคือ เมื่อมีแรงกดมากระท�ำให้

ของแข็งเสียรูปแต่ยังไม่ถึงจุดคราก (Yield point) เมื่อเอาแรง

ออกของแข็งจะกลับคืนสู่รูปร่างเดิม

Figure 3	 General ized Maxwell model used for 

viscoelastic materials

แบบจ�ำลองแมกซ์เวล

	 เนื่องจากเราสนใจสมบัติของพอลิเมอร์เหลวซ่ึงเป็น

ของไหลดังนั้นพิจารณาแบบจ�ำลองแมกซ์เวลใน Figure 2 (a) 

ซึ่งเมื่อเปรียบเทียบกับการไหลแบบเฉือนใน Figure 1 (a) จะ

เห็นได้ว่าในแบบจ�ำลองแมกซ์เวลจะมีความเค้นเฉือนเท่ากัน

ตลอด (ทัง้ในสปรงิและตวัหน่วง) และความเครยีดรวม  ของ

แบบจ�ำลองแมกซ์เวลจะประกอบไปด้วยความเครียดของสปรงิ 

และความเครียดของตัวหน่วง 

	
	 (13)

อนุพันธ์สมการ (13) เทียบกับเวลาจะได้อัตราความเครียด

	
	 (14)

	 โดยความเครียดของสปริง  จะแปรผันตรงกับ

ความเค้นเฉือน (ในที่นี้สปริงออกเเรงต้านการดึง)

	
	 (15)

	 ดังนั้นอนุพันธ์สมการ (15) เทียบกับเวลาจะได้อัตรา

ความเครียดของสปริง 

	
	 (16)

	 ส่วนตัวหน่วงความเค้นที่เกิดขึ้นจะแปรผันตรงกับอัตรา

ความเครียดของตัวหน่วง  (ในที่นี้ตัวหน่วงออกเเรงต้าน

การดึง)
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	 (17)

	 แทนอัตราความเครียดของสปริง สมการ (16) และ 

อตัราความเครยีดของตวัหน่วง  สมการ (17) ลงในสมการ

อัตราเครียดรวม (14)

	
	 (18)

	 จัดรูปใหม่โดยคูณด้วยสัมประสิทธิ์ตัวหน่วง  ตลอด

สมการ (18)

	
	 (19)

	 สมการ (19) มีชื่อเรียกว่า แบบจ�ำลองพฤติกรรมการไหล

แบบแม็กซ์เวล (Maxwell constitute equation) ซึ่งจะเห็นได้

ว่าถ้าเป็นการเคลื่อนที่แบบคงตัวความเค้นเฉือนจะไม่เป็น

ฟังก์ชันของเวลา ท�ำให้เทอมกลางหายไป และลดรปูกลายเป็น

สมการพฤติกรรมการไหลแบบนิวโทเนียน แต่ถ้ามีการ

เคลื่อนท่ีอย่างฉับพลันเทอมความเค้นท่ีเป็นฟังก์ชันของเวลา

จะท�ำให้สมการดงักล่าวเป็นสมการอนุพนัธ์ของความเค้นเฉอืน

เทียบกับเวลา และมีผลของมอดูลัสยืดหยุ่น G  ของฮุค 

(Hookean solid) ในพฤติกรรมการไหลด้วย

	 เนื่องจากกฎของฮุค (Hooke’s law) ใช้ได้กับการเสียรูป

แค่เพียงเล็กน้อยเท่านั้น (Infinitesimal displacement) ดังนั้น 

แบบจ�ำลองของแม็กซ์เวลจะใช้ได้กับการเสียรูปแค่เพียงเล็ก

น้อยเท่านั้นด้วย (Linear viscoelastic fluids) จากแบบจ�ำลอง

แม็กซ์เวลถ้าแทนค่าความหนืดแบบนิวโทเนียน  ด้วยค่า

ความหนืดที่อัตราเครียดเป็นศูนย์  (Zero-shear-rate 

viscosity) ดังนั้น เมื่อก�ำหนดให้

	
	 (20)

	 เม่ือ  มหีน่วยเป็นเวลาจึงเรียกว่า เวลาในการผ่อนคลาย 

(Relaxation time) สมการแบบจ�ำลองของแม็กซ์เวล (19) จะ

กลายเป็นสมการแบบจ�ำลองของแมก็ซ์เวลทีเ่ขยีนอยูใ่นรูปของ

เทนเซอร์ความเค้นและความเครียด

	
	 (21)

	 สมการ (21) เป็นสมการอนุพันธ์สามัญอันดับที่ 1 (First 

order, ordinary differential equation) เมือ่  เป็นฟังก์ชนั

ของเวลา t  เท่านั้น ดังนั้นผลเฉลยของเทนเซอร์ความเค้น

เฉือนเทียบกับเวลา คือ10, 11

	
	 (22)

	 ใส่ลิมิตล่างและลิมิตบนบนเครื่องหมายอินทริเกรตแล้ว 

จัดรูปจะได้

	
	 (23)

	 ในเครือ่งหมายอนิทรเิกรตเราแทน t  ด้วย  เพือ่ป้องกนั

การสับสน ลิมิตล่างสามารถเลือกค่าใดก็ได้ในที่นี้ใช้ค่า  

ส่วน  เป็นค่าคงทีจ่ากการอนิทรเิกรต ถ้าเราให้ค่าเทนเซอร์

ความเค้นที่เวลา  ไม่เป็นค่าอนันต์  ควรจะมีค่า

เป็นศูนย์ ดังนั้นสมการทั่วไปแบบจ�ำลองแม็กซ์เวลสมการ 

ที่ (23) สามารถเขียนอยู่ในรูป

	
	 (24)

	 ค่าที่อยู ่ในวงเล็บปีกกา เรียกว่า มอดูลัสผ่อนคลาย 

(Relaxation modulus) ส�ำหรับของไหลแบบแม็กซ์เวล  

จากสมการ (24) จะเหน็ได้ว่าเทนเซอร์ความเค้นท่ีเวลาปัจจบุนั 

t  นอกจากจะขึ้นอยู่กับเทนเซอร์อัตราเครียดท่ีเวลาปัจจุบัน 

t  ยังขึ้นอยู่กับว่าเทนเซอร์อัตราเครียดที่เวลา  ท่ีผ่านมา

แล้วด้วย (เกดิความเครยีดสะสม) และยงัคณูด้วยมอดลูสัผ่อน

คลายซึ่งมีค่าลดลงอย่างรวดเร็วเมื่อเวลามากขึ้นด้วย (Relax-

ation modulus decays exponentially with time) ซึ่งจะเห็น

ได้ว่าของไหลแบบแม็กซ์เวลมีความจ�ำท่ีเลือนลาง (Fading 

memory) กล่าวคอื ของไหลแบบแมก็ซ์เวลจะจ�ำการเสยีรูปใน

เวลาที่เพ่ิงจะผ่านมาไม่นานได้เป็นอย่างดีแต่จะจ�ำการเสียรูป

ในเวลาทีผ่่านมานานแล้วได้น้อย นัน่หมายความว่า ความเค้น

ในปัจจุบันที่เวลา t  จะขึ้นอยู่กับอัตราเครียดในอดีตจนถึง

ปัจจุบัน  ถ้าเราก�ำหนดให้

	
	 (25)

และ

	
	 (26)



Chanyut Kolitawong J Sci Technol MSU6

แล้วท�ำการอินทริเกรตเฉพาะส่วน (Integration by part) 

สมการ (24) จะได้

	
	 (27)

	 สมการรูปทั่วไปของไหลแบบแม็กซ์เวลในสมการ (21) 

(24) และ (27) ใช้ได้เหมือน ๆ กันถ้าอัตราเครียด  ที่เวลา 

 ไม่เป็นค่าอนนัต์ สมการ (24) เขยีนเหมอืนกับสมการ 

นิวโทเนียน และสมการ (27) เขียนเหมือนกับสมการฮุกเกียน

แบบจ�ำลองทั่วไปของแม็กซ์เวล

	 พจิารณาแบบจ�ำลองทัว่ไปของแมก็ซ์เวลทีใ่ช้แทนลักษณะ

ทางกายภาพของของไหลหยุ่นหนืด ดังแสดงใน Figure 3 

เป็นการต่อขนานกนัของแบบจ�ำลองแมก็ซ์เวลไม่จ�ำกดัจ�ำนวน

สเปกตรัม พิจารณาสเปกตรัมที่  ซึ่งจะมีค่าคงที่ของสปริง 

 และมีค่าคงที่ของตัวหน่วง  มีค่าความเค้นในแต่ละ

สเปกตรัม  คือ  ดังนั้นก�ำหนดให้มีค่าคงที่ของเวลาใน

สเปกตรัม  คือ  ด้วย โดยความเค้นรวมของแบบจ�ำลอง

ทั่วไปของแม็กซ์เวลจะเท่ากับผลรวมของความเค้นในแต่ละ

สเปกตรัม

	
	 (28)

โดยในสเปกตรัม k  มีสมการแม็กซ์เวล

	
	 (29)

และ

	
	 (30)

	 สังเกตว่าทุกสเปกตรัมจะมีอัตราเครียดเท่ากันคือ  

คล้ายกับการหาผลเฉลยของสมการ (21) สมการ (29) ม ี

ผลเฉลยคือ10, 11

	
	 (31)

หรือ

	
	 (32)

	 เมื่อ  โดยค่าที่อยู ่ในวงเล็บปีกกาใน

สมการ (31) เรียกว่า มอดูลัสผ่อนคลาย และค่าที่อยู่ในวงเล็บ

ปีกกาในสมการ (32) เรียกว่า ฟังก์ชันความทรงจ�ำ (Memory 

function) ของแบบจ�ำลองทั่วไปของแม็กซ์เวล

	 แบบจ�ำลองทั่วไปของแม็กซ ์ เวลสามารถใช ้แสดง

พฤตกิรรมของสารละลายพอลเิมอร์ และพอลเิมอร์หลอมเหลว

ได้เป็นอย่างดี แต่ค่าคงที่  และ  ที่มีเป็นจ�ำนวนมาก 

ซึ่งหมายถึงแทนด้วยสปริงและตัวหน่วงใน Figure 3 นี้อาจจะ

ท�ำให้แบบจ�ำลองทั่วไปของแม็กซ์เวลใช้งานได้ยากขึ้น ดังนั้น 

สปริคส์ (Spriggs) ได้ใช้ทฤษฎีทางความสัมพันธ์ของโมเลกุล 

(Molecular theory) ท�ำการพิสูจน์ได้ว่า  และ  มีความ

สัมพันธ์เชิงเส้นต่อกัน และ  เมื่อ  มีค่ามากขึ้น 

ดังนั้นเราสามารถลดจ�ำนวนตัวแปรทั้งหมดลงเหลือ 3 ตัว

เท่านั้น ( ) โดยก�ำหนดให้ 

	

	 (33)

โดย

	
	 (34)

	 โดย  คือ ค่าสัมประสิทธิ์ของสปริคส์ (Spriggs 

coefficient) ซึง่  ส�ำหรบัพอลิเมอร์เหลว (Polymer 

solutions) และพอลิเมอร์หลอมเหลว9, 10, (Polymer melts)

แบบจ�ำลองเจ็ฟฟรีส์

	 สมการแมก็ซ์เวลในสมการที ่(21) มคีวามสัมพนัธ์ระหว่าง

เทนเซอร์ความเค้น  และเทนเซอร์อตัราเครยีด  เป็นแบบ

เชิงเส้น สามารถต่อเติมสมการเพื่อปรับปรุงสมการให้ใช้งาน

ได้มากยิ่งขึ้น และยังคงมีความสัมพันธ์เป็นแบบเชิงเส้นได้อีก

หลาย ๆ วิธี วิธีการหนึ่ง คือ การใส่อนุพันธ์อัตราเครียดเพิ่ม

ลงไปในสมการท�ำให้ได้สมการแสดงพฤติกรรมอีกรูปดังนี้

	

	 (35)

	 เรียกสมการ (35) ว่า แบบจ�ำลองของเจ็ฟฟรีส์ (Jeffreys 

model) โดย  คือ เวลาผ่อนคลาย (Relaxation time) และ 

 คือ เวลาหน่วง (Retardation time) แบบจ�ำลองของเจ็ฟ

ฟรีส์สามารถอินทริเกรตได้เช่นกัน เนื่องจากเป็นสมการ
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อนุพันธ์เชิงเส้นอันดับท่ี 1 โดยถ้า  มีค่าอยู่จริง (Finite 

value) ที่เวลา  (ซึ่งท�ำให้  และ  มีค่าอยู่

จริงที่เวลา  ด้วย) ดังนั้น ผลเฉลยของสมการที่ (35) 

คือ, 

	
	 (36)

	 โดย  จากน้ันจัดรูปสมการ (36) ให้อยู ่ใน 

รูปเดียวกันกับสมการ (24) ซ่ึงต้องใช้ฟังก์ชันเดลต้าของ

ไดแรกค์11,17,18 (Dirac delta function)

		
	 (37)

ค่าที่อยู่ในวงเล็บปีกกาเรียกว่ามอดูลัสผ่อนคลาย ของแบบ

จ�ำลองของเจ็ฟฟรีส์ อินทริเกรตเฉพาะส่วนสมการ (37) จะได้

		
 	 (38)

	 โดยค่าท่ีอยู่ในวงเล็บปีกกาเรียกว่าฟังก์ชันความทรงจ�ำ 

ของแบบจ�ำลองของเจ็ฟฟรีส ์ เช ่นเดียวกับแบบจ�ำลอง

แม็กซ์เวล เราสามารถใช้ทฤษฎีของสปริคส์ เพื่อลดจ�ำนวน

ตัวแปรทั้งหมดลงเหลือ 4 ตัว ( ) ได้ด้วยการแทน

	
	 (39)

	
	 (40)

	
	 (41)

ลงในสมการที่ (35) เมื่อ  และ  นิยามในสมการ (33) 

และ (34)

สมการทั่วไปของวัสดุหยุ่นหนืดเชิงเส้น

	 จากแบบจ�ำลองทั่วไปของแม็กซ์เวล (31) และ (32) และ

แบบจ�ำลองของเจ็ฟฟรีส์ (37) และ (38) จะเห็นได้ว่าเป็นการ

อินทริเกรตมอดูลัสผ่อนคลายคูณกับเทนเซอร์อัตราเครียด

ตั้งแต่อดีตจนถึงเวลาปัจจุบัน ดังนั้นสามารถเขียนอยู่ในรูป

ทั่วไปได้คือ

	
	 (42)

และ

	
	 (43)

โดย  คือมอดูลัสผ่อนคลาย และ  คือ

ฟังก์ชันความทรงจ�ำ

	
	 (44)

สมการ (42) และ (43) เรียกว่าสมการทั่วไปของสมบัติหยุ่น

หนืดเชิงเส้น (General linear viscoelastic model) และทั้ง 2 

สมการเป็นจดุเริม่ต้นทีใ่ช้ในการค�ำนวณสมบตัหิยุน่หนดืต่อไป 

การประยุกต์ใช้สมการทั้ง 2 สามารถศึกษาเพิ่มเติมได้ใน

บทที่ 5 ของ9

ข้อจ�ำกัด

	 บทความนี้แสดงให้เห็นว่าสมการของไหลหยุ่นหนืดเชิง

เส้นทั่วไป ที่สร้างขึ้นมาจากแนวคิดของแม็กซ์เวลด้วยการต่อ

อนุกรมระหว่างสปริงและตัวหน่วงแล้วน�ำมาต่อขนานกัน

หลายๆ ชุดดังแสดงใน Figure 3 สามารถใช้แทนพฤติกรรม

ของเหลวพอลิเมอร์ได้เป็นอย่างดี แต่อย่างไรก็ตามสมการ

ของไหลหยุน่หนดืเชงิเส้นท่ัวไปกย็งัมข้ีอจ�ำกดัในการใช้งานคอื

	 1.	 ความหนดืท่ีได้จากสมการของไหลหยุน่หนืดเชงิเส้น

ท่ัวไปจะเป็นค่าคงท่ีและเป็นค่าความหนืดท่ีความเครียดเป็น

ศูนย์ (Zero shear viscosity) หรือความหนืดตั้งต้น  แต่

ของไหลทั่วไปค่าความหนืดจะขึ้นอยู่กับค่าอัตราเครียดเฉือน 

 (Shear rate)

	 2.	 เนื่องจากเทนเซอร์ความเค้นในสมการของไหลหยุ่น

หนืดเชิงเส้นทั่วไปจะแปรผันตรงกับเทนเซอร์อัตราเครียด 

ดังนั้นจึงไม่สามารถค�ำนวณหาสัมประสิทธิ์ความเค้นตั้งฉาก

ล�ำดับที่ 1 และ 2 ( , ) ได้

	 3.	 สมการของไหลหยุ่นหนืดเชิงเส้นทั่วไปใช้ได้ดีกับ

อัตราเครียด  ต�่ำ ๆ เท่านั้น
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	 4.	 สมการของไหลหยุ่นหนืดเชิงเส้นท่ัวไปใช้ได้กับ

ของไหลที่มีแกนผูกติดไปกับภาชนะท่ีใช้ใส่ของไหลเท่านั้น 

(Frame dependent or non-objective) ไม่ได้เลื่อนและหมุน

ไปกบัอนภุาคของไหล (Translated and rotated frame) ท�ำให้

ความเครียดที่เกิดขึ้นจริงแตกต่างจากความเครียดที่เห็นโดย

ผู้สังเกตการณ์ ยกตัวอย่างเช่นผู้สังเกตการณ์ที่อยู ่บนล้อ

รถยนต์ในขณะท่ีก�ำลังเคล่ือนท่ีด้วยความเร็วคงท่ีและหมุนไป

พร้อมกับล้อ (Translated and rotated frame) จะเห็นจุดบน

ล้อรถยนต์อยู่นิง่ ในขณะผูส้งัเกตการณ์ท่ีอยูบ่นรถยนต์ในขณะ

ทีก่�ำลงัเคลือ่นทีด้่วยความเร็วคงที ่(Translated frame) จะเหน็

จุดบนล้อรถยนต์วนรอบแกนล้อเป็นวงกลมเท่านั้น แต่ผู ้

สังเกตการณ์ที่ยืนอยู่บนถนน (Inertia frame or fixed frame) 

จะเห็นจุดเดียวกันบนล้อรถยนต์หมุนวนเป็นเกลียวก้นหอย 

เป็นต้น

	 การที่สมการของไหลหยุ่นหนืดเชิงเส้นทั่วไปขึ้นอยู่กับผู้

สังเกตการณ์ (Frame dependent or non-objective) นั่น

หมายความว่าผู้สังเกตการณ์ที่อยู่บนล้อรถยนต์ (Translated 

and rotated frame) จะเหน็การเคลือ่นทีข่องของไหลแตกต่าง

ไปจากผู้สังเกตการณ์ทีอ่ยูบ่นแกนเฉือ่ยหรอืแกนหลกั (Inertia 

frame or fixed frame) นั่นเอง

บทสรุป
	 ของไหลหยุ่นหนืดเชิงเส้นทั่วไป ที่ได้จากแนวคิดของ

แม็กซ์เวลดังแสดงในรูปท่ี 3 สามารถใช้แทนพฤติกรรมหยุ่น

หนืดของพอลิเมอร์ ได้เป็นอย่างดีแต่อย่างไรก็ตามสมการ

ของไหลหยุน่หนดืเชิงเส้นทัว่ไปกย็งัมข้ีอจ�ำกดัในการใช้งานอยู่ 

กล่าวคือสมการของไหลหยุ่นหนืดเชิงเส้นท่ัวไปขึ้นอยู่กับผู้

สังเกตการณ์ (Frame dependent or non-objective) ท�ำให้

ใช้ได้ดีกับของไหลที่มีอัตราเครียด  ต�่ำ ๆ เท่านั้น อีกทั้งไม่

สามารถค�ำนวณหาสมัประสทิธ์ิความเค้นตัง้ฉากล�ำดบัท่ี 1 และ 

2 ( , ) ได้และให้ค่าความหนดืเป็นค่าคงทีท่ีอั่ตราเฉอืน

เป็นศูนย์  (Zero-shear-rate viscosity) แต่ของไหลทั่วไป

ค่าความหนดืจะขึน้อยูก่บัค่าอตัราเครยีดเฉอืน  (Shear rate) 

อีกทั้งได้กล่าวถึงทฤษฎีของสปริคส์ ท่ียังคงจ�ำนวนตัวแปร

เท่ากับสเปกตรัมเดี่ยวบวกกับค่าสัมประสิทธิ์ของสปริคส์  

แต่มีผลเทียบเท่ากับจ�ำนวนสเปกตรัมของแบบจ�ำลองจ�ำนวน
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